CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — ENONCE

Devoir de vacances

(Calculatrice non autorisée)

Ce devoir de vacances, élaboré par vos futurs enseignants de mathématiques et physique-chimie a pour objectif de
vous faire réviser des parties trés importantes du programme de mathématiques. La correction est jointe & ce devoir.

A la rentrée, vous aurez votre premier devoir surveillé de mathématiques/physique-chimie qui sera évalué et noté. Le
sujet sera proche de celui-ci. Nous comptons donc sur vous pour maitriser les notions qui y apparaissent.

Vous pourrez noter qu’aucune connaissance du programme de spécialité physique-chimie n’est nécessaire pour répondre
aux questions de ce devoir.

Premiére partie
Compétences exigibles en physique/chimie

O Citer les expressions du périmétre d’un cercle, de 'aire d’un disque, de 'aire d’une sphere, du volume d’une
boule, du volume d’un cylindre. (Voir exercice 1)

O Résoudre une équation du 1°* degré. (Voir exercice 2

arii[]

[£
(@ rractions

)
)

Trouver graphiquement 1’équation d’une droite. (Voir exercice 5)

Reésoudre une équation du 2°¢ degré. (Voir exercice 2

Tracer une droite d’équation donnée. (Voir exercice 3

Résoudre un systéme de deux équations & deux inconnues. (Voir exercice 3)

O oo oo

Connaitre (dérivée, primitive, limites, allure) les fonctions usuelles : exponentielle, logarithme népérien et decimal,
cosinus, sinus, tangente. (Voir exercice 4)

O Représenter graphiquement une fonction, déterminer un comportement asymptotique et rechercher un extremum
local. (Voir exercice 5)

O Utiliser le cercle trigonométrique et 'interprétation géométrique des fonctions cosinus, sinus et tangente — Re-
lation cos? z + sin? z = 1, relations entre fonctions trigonomeétriques et toutes relations du type cos(w &+ x) et
cos(m/2 + x), valeurs des fonctions pour les angles usuels. (Voir exercice 6)

O Citer les formules d’addition et de duplication des cosinus et sinus. (Voir exercice 6)

O Trouver la solution générale d’une equation différentielles linéaires du premier ordre & coefficients constants
y' + ay = b. (Voir exercice 7)

O Exprimer les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée. (Voir exercice 8)

O Projeter un vecteur, interpréter géométriquement le produit scalaire et connaitre son expression en fonction des
coordonnées dans une base orthonormée. (Voir exercice 8)

1 Longueurs, aires et volumes classiques

Exprimer en fonction de R et h :

1. le périmeétre P d’un cercle de rayon R;
I’aire S d’un disque de rayon R;

I’aire S d’une sphere de rayon R;

le volume V' d’une boule de rayon R;

[SATN VU V]

le volume V' d’un cylindre de rayon R et de hauteur h.
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CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — ENONCE

2 Calculs de base

Déterminer la/les valeurs de x arrondi au centiéme dans les cas suivants :

3z 5
1. — =4 -
— :C+2
_3
_ 4
2. @4—?
4 2
3. 22=4

4. 322 -2x—-1=0

3 Equations algébriques

Un générateur de tension réel parcouru par un courant I délivre une tension U telle que U = 6 — 100 x I avec U en
volt et I en ampére. Une résistance R = 100 Q est reliée a ce générateur. D’aprés la loi d’OHM, la tension a ses bornes
U est proportionnelle & l'intensité la parcourant U = 100 x I avec U en volt et I en ampére.

1. Ecrire le systéme d’équation veérifié par U et I puis le résoudre.
2. Tracer ci-dessous les droites d’équation U = 6 — 100 x I et U = 100 x I.
3. Quelle est 'ordonnée a 'origine de la droite d’équation U =6 — 100 x 17
4. Quelle est le coefficient directeur (appelé également pente) de la droite d’équation U = 6 — 100 x I?
5. Retrouver graphiquement le résultat obtenu question 1..
U (en V)
AN

§]

5

4

3

2

1

\
4
0.01 0.02 003 0.04 005 0.06 1 (en A)

4 Fonctions

Soient les fonctions f(z) = exp (2x), g(x) = exp (3z), h(x) = cos(x) et p(x) = 22 + 3. Donner si possible une forme
simplifiée de :

1. f(@) x g(x)

, 1@

g(x)

f'(@)

une primitive G(z) de g(z)

(hop)
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CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — ENONCE

5 Représentation graphique d’une fonction

1. Soit le graphe ci-dessous décrivant la fonction f(x) sur lintervalle [-4, 6].

y

1.1. Calculer f'(3).
1.2. Déterminer 1’équation de la tangente en x = 1.

2
1
2. Soit la fonction f(z) =1+4 ( - x) telle que = > 0. Passe t-elle par un extremum ? Si oui, le déterminer et
x

tracer le tableau de variation de f pour z > 0.

6 Trigonométrie

1. Soient a, b et x des réels quelconques. Exprimer en fonction des fonctions cos et/ou sin :

1.2, sin(@+b) = oo
1.3. cos(2z) = ...cos?(z)......
1.4. sin(2z) = ...sin(x)............

1.5. tan(z) = ——

1.6. cos(m+ &) = ..coovnniinn

1.7. sin(w/2 —x) = .
2. Compléter :

2.1. cos(n/4) = ...

2.2. cos?(x) + sin®(z) = ...
3. Soit le triangle ABC ci-dessous.
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CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE

DEVOIR DE VACANCES — ENONCE

7 Equations différentielles

Soit le circuit ci-dessous constitué d’un condensateur de capacité C = 107% F et d’une résistance R = 103 .

Lors de la décharge du condensateur, initialement chargé & la tension £ = 6V, on montre que uc vérifie ’équation

suivante :

duc
0,001 x —= =0
, X ar + uc

Notation pour ceux n’ayant pas suivi la spécialité physique en terminale: on note z le temps et f la fonction décrivant
Pévolution au cours du temps de la tension uc aux bornes du condensateur telle que y = f(z). L’équation précédente

s’écrit alors

0,001 xy +y=0 (1)
1. Décrire par une phrase l’équation (1).
2. Résoudre cette équation.
3. Tracer ci-dessous y = f(z) sachant que f(0) = 6.
Y
6 AN
5
4
3
2
1
>
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 T
8 Géométrie
1. Un vecteur est défini par une ............ s UNE i, etun ..........
Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme vaut ....
Relation de Chasles : /@ = /ﬁ F e
Produit scalaire : o7 - 03 = ||o7 || % [|03] % -..o..... avec 0 = (07, 03)
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CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — ENONCE

Si le vecteur 7; a pour composantes (v14; v14) €t le vecteur ¥ a pour composantes (ve, ; va,) alors

Projection d’'un vecteur : Si le vecteur ¢ a pour composantes (v, ; v,,) dans la base (u_; ; u_>y) alors v, = U ...
2. Soit un repére orthonormé (O; i, )

<.

N‘lv

2.1. Construire un carré ABCD de centre O tel que H@H =4.
2.2. Construire les vecteurs 7 = E + 5f) ot U = zﬁ — (ﬁ
2.3. Donner les coordonnées des vecteurs 7, T et E

2.4. Calculer la norme du vecteur ﬁ

—

2.5. Soit le vecteur @ tel que | W] = v2 et o = (7, 7) — 45°. Calculer les coordonnées du vecteur ' dans la

base (_z), 7) .
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CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — ENONCE

Deuxiéme partie

Compétences exigibles en mathématiques

O
O
O
O

Maitriser les techniques opératoires: développement-factorisation-simplification de fraction. (Voir exercice 1)
Résoudre des équations du 1¢* degré ou du 2" degré. (Voir exercice 2 et I'exercice 2 donné en Physique)
Maitriser les calculs sur les inégalités et résoudre des inéquations. (Voir exercice 3)

Maitriser les techniques calculatoires sur les puissances, les logarithmes et les exponentielles. (Voir exercice 4 et
Pexercice 4 donné en Physique)

Savoir étudier une fonction: ensemble de définition, dérivation, limites, tangente, asymptote. (Voir exercice 5 et
Pexercice 4 donné en Physique)

Savoir trouver une primitive et calculer une intégrale. (voir l’exercice 6 et I’exercice 4 donné en Physique)

Savoir étudier une suite numérique: nature, monotonie, limite, majoration ou minoration, somme des termes
(raisonnement par récurrence pour ceux qui ont fait spé maths en Terminale) (Voir exercice 7)

Connaitre les fonctions trigonomeétriques et les formules associées: cos(a+b), sin(a+b), cos(2a), sin(2a).... (Voir
exercice 8 et ’exercice 6 donné en Physique)
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CLPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — Enoncé

1 Techniques opératoires
1. Développer A = (z — 3?)(z + ) (2% + ).
2. Factoriser B = (z + 1)(y* + 2) —y(2z +2) — (z + 1).

En déduire que B = 0 si et seulement si z = —1ouy = 1.
3.
42
3.1. Simplifier 'expression C' = . j T
i TF142 t43
3.2. En déduire, sans faire de calcul, une forme simplifiée de D = % et de £ = 3 T
1+ JitT 1+ )

2 Equations

Résoudre dans R les équations suivantes.

1. ztl = qa en fonction de @ € R. (On distinguera deux cas pour la valeur de a).
x —

2 r? = 3x.

3. 22° — bz — 3 =0.

4 e —3e" +2=0.

3 Inégalités et inéquations

1. On suppose que 2 < x <4 et que 1 <y < 3.
x
Donner les meilleurs encadrements possibles dea =z —y, b =zy et c = —.
Y

2
2. Déterminer I’ensemble des solutions z € R de I'inéquation Tt <L
3.
3.1. Déterminer I'ensemble des solutions 2 € R de l'inéquation (z — 1)% > 9.
3.2. En déduire ’ensemble des solutions z € R de I'inéquation z > v/2z + 8.
4. Déterminer le signe de f(z) = z(|z| — 1) en fonction de z € R.

4 Puissances, logarithme et exponentielle
(ab)?a®b=*
a2b?(ab)—3

-

. Exprimer sous forme de produit d’une puissance de a avec une puissance de b la quantité A =

V]

. Soit (tn)nen la suite définie par ug = 2 et les relations w41 = uf’l pour tout n > 0.
2.1. Calculer uq et us.
2.2. (Pour ceux qui ont suivi la spécialité maths en terminale)
Démontrer par récurrence que pour tout n > 0, u, = 23",

V106
1000 + V102

. Simplifier les expressions suivantes :

4.1. C = In(e®) + In(V/e).
4.2. D = 6—ln(2)+ln(4).

w

. Simplifier B =

~

ot

. Résoudre I'inéquation In(1 — z) < 0.

5 Etude de fonctions
On consideére la fonction fdéfinie par f(z) = = — In(x + 1).
1. Déterminer I'ensemble I des réels z tels que f(z) existe.
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CLPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — Enoncé

2. Exprimer la dérivée de fet étudier son signe.

3. Déterminer les limites de faux bornes de son domaine.

4. Construire le tableau de variations de f.

5. Donner I'équation d’une asymptote a la courbe de f, et préciser les points ou la tangente a la courbe de fest parallele a
I’axe des abscisses.

6. Dans un repere prthonormé, tracer la courbe de f, 'asymptote et la tangente horizontale.

6 Intégration
1
1. Déterminer une primitive sur R de la fonction f définie par f(z) = 20t — 2?2 + —-
T
sin(x)

2. Déterminer I'unique primitive sur R de la fonction g définie par g(z) = cos(z)e qui s’annule en = 0.

1
2 1
]:/ fi—‘_d:ﬂ_
o To+ax+1

3. Calculer la valeur de

7 Suites et récurrence
Ug = 1

1. On considere la suite (uy, )nen définie par )
Upt1 = 2Upy — 8
Pour tout n € N, on pose v, = u,, — 8.

1.1. Montrer que la suite (v, )neN est géométrique de raison 2.

1.2. Exprimer v,, en fonction de n.

1.3. En déduire que pour tout n > 0, u,, = 8 — 7 x 2",

1.4. Montrer que (uy, )pen est monotone.

1.5. Calculer la limite de (Un)neN quand n tend vers +00.

1.6. La suite (U, )nen est-elle majorée, minorée, bornée ?

Ug = 1
2. On considere la suite (uy, )nen définie par up + 1.
Unp41 =
) 3— Uy
Pour tout n € N, on pose v,, = )
Up — 1

2.1. (Pour ceux qui ont suivi la spécialité maths en terminale)
En raisonnant par récurrence, montrer que pour tout n > 1,0 < u,, < 1.
2.2. Exprimer v,,41 en fonction de w41, puis exprimer v, 41 en fonction de uy,.

1

2.3. En déduire que la suite (v, )pen est arithmétique de raison r = —=.

2
2.4. En déduire que (up)nen converge et que lim  u,, = 1.
n—-+oo
k=n 1
3. Exprimer, en fonction de n, sans symbole X la valeur de .S,, = Z
k=2

2_1{)'

8 Trigonométrie
1.E tque = = = — = calcul <7r>t'<7r)
. — == cos (— |et sin | — ).
N remarquant que 12 3 4, calculer 12 (§ 12
2.
2.1. Déterminer les solutions x € [—m; 7] de sin(z) = 0.
1
2.2. Déterminer les solutions x € [—m; 7] de cos(z) = 5

2.3. En utilisant une formule de trigonométrie, factoriser A = sin(x) — sin(2z), puis résoudre I'équation

sin(x) — sin(2z) = 0 dans[—7; 7).
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CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — CORRIGE

Devoir de vacances — Corrigé

1 Longueurs, aires et volumes classiques

1. |P=27R|;
2. |S=nR%|;
3. |S =4rR?|;

4
4. |V = §7TR3 ;

S

V =1R?h|.

2 Calculs de base

x=1,00;

x=—-0,125

r=2,00 0uz=-2,00;

=16, z=1,00 ou x = —0, 33.

Ll
>

3 Equations algébriques

1.
U=6-100x1 (1)
U =100x I (2)

6

M)=(2) = 6-100xI=100xI = 6=100xI+100x1 = 6=200xI = I=
= 1=0,03A
(2) =U=100x0,003 =U=3V

2.

U (en V)

A

\
N
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 I (en A)

LycieeE NavaL 2026/2027 page 1/4



CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — CORRIGE

3. L’ordonnée & l'origine est 6.
4. Le coefficient directeur est -100.

5. Voir graphique ci-dessus. Les coordonnées du point d’intersection des deux droites correspondent aux solutions du
systéme question (1.). On détermine graphiquement U = 3,0 V et I = 0,030 A.

4 Fonctions

1. | f(x) x g(x) = exp (52) |
G
2. el p(—z)

3. ‘f’(m) = 2exp (27) ‘

1
4. |G(x) = 3 eXP (3x) + cte

5. (hop) =p' x (W op) :>‘ (hop) = 72sin(2x+3)‘

5 Représentation graphique d’une fonction

1. Pour une fonction donnée f(x) définie sur un intervalle donné, la valeur de la pente (coefficient directeur) de la
tangente a la courbe en un point de cette courbe égale la valeur de la fonction dérivée f'(x) en ce point.

Donc, f/(3) = 0 (pente nulle).

1—(-1
Soit y = ax + b léquation de la tangente. a = f/(1) = % = a = —1. De plus, la droite coupe ’axe des
ordonnées en b = 1. Ainsi, ’équation de la tangente est |y = -1z + 1|
2.
x 0 1 +00
f'(x) - 0 +
0 0
f(z)
1

6 Trigonométrie

1.
1.1. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
1.2. sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
1.3. cos(2r) = 2cos?(x) — 1
1.4. sin(2z) = 2sin(x) cos(x)

sin(z)

1.5. tan(z) = cos(2)

1.6. cos(m + x) = — cos(x)
1.7. sin(w/2 — x) = cos(x)

2.1. cos(n/4) = g
2.2. cos?(z) +sin’(z) = 1
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CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — CORRIGE

0 VA T T VA

x 6 1 3 2

sinx 0 1 @ \/_5 1
2 2 2

COS X 1 ﬁ g 1 0
2 2 2

V3 Non
banizy ¢ =3 . V3| definie

3.
A
3.1. cos(z) = é
B
3.2. sin(z) = é
3.3. tan(z) = 2O
3. tan(z) = —
AC

7 Equations différentielles

1. (1) est une équation différentielle du 1¢* ordre a coeflicients constants avec second membre constant.

2. La solution est de la forme ‘ y = Aexp (—z/0,001) ‘ avec A une constante qui dépend des conditions initiales.
3.
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CPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — CORRIGE

8 Géométrie

1. Un vecteur est défini par une norme, une direction et un sens.

Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme vaut 1.

Relation de Chasles : AB = AC + CB.
Produit scalaire : 01 - 03 = ||o1]| x ||03]| x cos0 avec 0 = (o7, 03)

Si le vecteur ¥, a pour composantes (vlm ; vly) et le vecteur s a pour composantes (ng ; vgy) alors
— =
V1 - V2 = Vig X U2z + U1y X Vay

Norme d’un vecteur : ||7||2 =77
Si le vecteur @ a pour composantes (v, ; v,) alors || 7| y/v2 + v2

Projection d’un vecteur : Si le vecteur @ a pour composantes (v, ; v,) dans la base (i ; u,) alors v, = ¥ -,

2.1. Voir ci-dessous.
2.2. Voir ci-dessous.

S
g
=

2.3. U (2 -2), T (~2;—2) et AD (0, —4).
2.4. ||AD|| = 4.
2.5. W (||@]| cos(); || &||sin(a)) = @ (1;1).
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CLPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE

DEVOIR DE VACANCES — CORRECTION

Mathématiques
Exercice 1. Techniques opératoires
1. Développer A = (z — y?)(z + ) (z? + y%).
A = @-y)e+y)E"+y")
= (*+ay? —a? — )@ +9*) = (2% - )@ + oY)
e T A A W
On reconnait & deux reprises la formule (a — b)(a + b) = a? — b?, la premiére fois avec a = z et
b = y2 et la seconde fois avec @ = 22 et b = y?.
2. Factoriser B = (z + 1)(v* +2) —y(22 + 2) — (@ + 1).
En déduire que B = 0 st et seulement st x = —1 ouy = 1.
Avec 22 +2 = 2(z + 1), on remarque que (2 + 1) est en facteur dans les 3 termes. On en déduit
que
B=(1+1)wl+ﬂ—2y—l]=($+Dw2—2y+ﬂ=%w+1ﬂy—lf
Un produit de deux facteurs est nul si et seulement si un des facteurs est nul. Donc B =
(x+1) x (y—1)? vaut 0 si et seulement si z+1 =0 ou (y—1)? = 0, ce qui équivaut & z = —1
ouy=1.
T2
3. (a) Simplifier Uexpression de C = = I
1+=
z
x+2 r+2
g = 3 e 3
1 1
, b
T T

:v+2x r  z(x+42)
3 z4+1 3(x+1)

Vi+1+2
(b) En déduire, sans faire de calcul, une forme simplifiée de D = + et de
1+
t+1
t+3
s 3
= 1+ :
t+1
Pour D : il suffit de poser 2 = \/t + 1 pour retrouver 'expression de C. On en déduit que
_ViFI(VEiF1+2)
3(Vi+1+1)
De méme, en posant z =t + 1, on passe de l'expression de E & celle de C'. On en déduit

que

(D@ +1+2)  (E+1D(t+3)
T 3t+1+1) 0 3(t+2)
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CLPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — CORRECTION

Exercice 2. Equations

z+1
1. Résoudre dans R il =a en fonction a € R.

z+1

Le quotient n’a de sens que si z # 1. On suppose donc « # 1 dans toute la suite.

)

Pour tout = £ 1,

r+1
r—1

=a <+ z+l=a@—-1)=ar—a <= (l-a)Jz=—-a-1

Attention : on ne peut pas & ce stade diviser par (1 — a) sans réfléchir, parce que (1 — a) peut
valoir 0. On étudie séparément le cas a = 1, qui donne 1 — a = 0, et les autres cas : a # L.

e Sia=1, alors (1 —a)z = —a — 1 s’écrit 0 = —2 qui est absurde.

— - . T+l . . )
Ceci signifie que quand a = 1, I'équation = a n'a aucune solution x réelle.
I

e Sia# 1, alors

—a—1 a+1
(l—arz=-a—1 <= z= . 3
l—a a—1
a+1l (a—1)+2 2
De pl = =1 1.
N | a-—1 +a—17é
, N | . . .
On conclut que quand a # 1, ’équation P admet une unique solution réelle qui
est
—a-—1 a+1
xir— = .
l1—a a—1

. Résoudre dans R z? = 3a.

Il est inutile (et peu efficace) de passer par le discriminant. Mieux vaut écrire

22 =3z += 2> —-3r=0 < z(x—-3)=0
Un produit de facteurs est nul si et seulement si un des facteurs est nul. Donc z(z — 3) = 0
équivaut a r =0 ou =z = 3.
Conclusion : I’équation 22 = 3z admet deux solutions réelles qui sont 0 et 3.

. Résoudre dans R 222 — 52 — 3 = 0.

On reconnait une équation polynomiale de degré 2. Utilisons le discriminant
A=0 —dac=(-5)°-4x2x(-3)=25+24=49=T72

Comme A > 0, ’équation admet deux solutions réelles distinctes.

_b+VvE 547,
REESTT R T B T
—-b—VvVA 5-7 1
® To = — —_——
2a 4 2

Remarque : On peut en déduire la forme factorisée du trindme 222 — 52 — 3, qui est

2z% — 52 — 3 =2(x — 3) (:r—;—%) =(z—-3)(2z +1).
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CLPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — CORRECTION

4. Résoudre dans R €** — 3¢e* + 2 = 0.

e Cette équation n’est pas une équation polynomiale. Néanmoins, on remarque que 2% =

(e”’)z, et que e2* —3e% + 2 = (ez’)2 — 3eT + 2.

e On commence donc par chercher les solutions de 'équation de degré 2 : y* — 3y +2 =0.
On peut utiliser le discriminant, ou bien remarquer que y = 1 est une racine évidente, et
par factorisation, obtenir ? — 3y + 2 = (y — 1)(y — 2). On en déduit que y> —3y +2 =10
équivaut Ay =1ouy = 2.

e On sait maintenant que (61)2 —3e”+2=0¢équivaut a e* =2 ou e’ =1.

L’équation e = 2 admet une unique solution réelle qui est z = In(2). Et ’équation ¢* = 1
admet une unique solution réelle qui est z = In(1) = 0.

On conclut que €2* — 3¢* + 2 = 0 admet exactement deux solutions réelles qui sont 0 et
In(2).

Exercice 3. Inégalités

1. On suppose que 2 < =z <4 et que 1 <y < 3.

: x
Donner les meilleurs encadrements possibles de a = x — vy, b=y et c = —.
Y

e Poura:
1<y<3équivaut 4 -3 < —y < —1.
Par somme avec 2 < z < 4,onen déduit que2—3 < z—y < 4—1, c’est adire —1 < a < 3.
e Pour b:
z>1>0ety>1>0donnent zy > 1. De méme, 0 < 2 < 4 et 0 < y < 3 donnent
zy < 12.
Done 1 < b <12.

Remarque : les calculs ci-dessus utilisent la positivité de x et y. Si on avait —2 < z et
3 < y, on ne pourrait pas en déduire que —6 < zy (on pourrait avoir z = —1 et y = 12
par exemple).

e Pour c:

2

| =

1
De 0 < 1 <y on peut déduire — < 1, et de 0 < y < 3 on peut déduire
vy

_ -

< — <1 on peut déduire

W =

Comme dans la question précédente, de 0 <2 <z <4det (<
4
=

1
y

| 8

; 2
par produit que 3 <-< 4.

1

<

)
2. Déterminer ’ensemble des solutions x € R de l'inégquation

x+2

On commence par remarquer que le quotient n’a de sens que si % —1. On supposera

donc x # —1 dans toute la suite.

Remarque : Commencer par essayer de multiplier des deux cotés de I'inégalité par (z + 1)
n’est pas une bonne idée. En effet, on ne connait pas le signe de x + 1. Si on veut mettre en
oeuvre cette méthode, il est nécessaire de distinguer les deux situations possibles : z +1 > 0
et x + 1 < 0, et de résoudre I'inéquation dans chacun de ces 2 cas.

Il est préférable de se ramener & une étude de signe.
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3.

. _ 1
On sait que, quand =z # —1, ==

y z
On conclut que I'ensemble des solutions de

2 2 2— 1 1
| Sl4=>x+ _1504=>H—W50<=> <0
x+1 r+1 r+1 r+1

i et z + 1 ont le méme signe. Quand =z # —1, on a donc

<0 <= z+1<0.

2
i <1lestz<-—1
z+1

(a) Déterminer l’ensemble des solutions x € R de linéguation (z —1)? > 9.

e Premicére méthode : par opérations sur les inégalités

On sait que si a et b sont deux réels positifs, alors a < b équivaut a \/a < Vb. Pour
a = (z —1)% et b= 9 par exemple (qui sont bien positifs), on obtient

(@—1)%2>9 «— V(z—1)2>v0=3
Attention : /(x — 1)% # x—1 en général ! On peut par contre utiliser la valeur absolue
pour écrire v/(z —1)? = |z —1| . Ainsi, (z — 1)* > 9 équivaut a |z — 1| > 3.

On sait que |y| > 3 équivaut & y €] — 0o; —3] U [3; 400, c’est 4 dire y < —3 ou y > 3.
On en déduit que |z — 1| > 3 équivaut A z —1 >3 ou z — 1 < =3, cest A dire 2 > 4
ounr < -2

On conclut que I’ensemble des solutions de (z — 1)2 > 9 est ] — 005 —2] U [4; +00.

Remarque : On pourra utilement se souvenir de l'interprétation de la valeur absolue
en terme de distance.

|z —1] >3
i 3 S 3 5
L1170 771777777] ; Fog ey mred prersg
FEEETEEETEIEY ' U777 77
1+—3i=—2 1+3=4

Deuxiéme méthode : en se ramenant & une étude de signe
(z—1)2 =22 —-22+1, et (x —1)%2 > 9 équivaut a z2 — 2z — 8 > 0.

A D’aide du discriminant on calcule les deux racines de 1'équation 22 — 2z — 8 = 0, et
on factorise le trinéme : 22 — 20 — 8 = (z + 2)(z — 4).

On sait que le trinéme a pour signe le signe du coefficient dominant (a = 1 ici) partout
sauf entre les racines. On en déduit que (z + 2)(xz — 4) > 0 si et seulement si & < —2
ouzx >4

(b) En déduire l’ensemble des solutions x € R de l'inéquation x > /2 + 8.

On commence par remarquer que 2z + 8 n’a de sens que si 2z + 8 > 0, ce qui équivaut
a 2z > —8, ou encore a x > —4. On supposera donc & > —4 dans toute la suite.

Pour = > —4, on a /22 + 8 > 0. Donec toutes les solutions de > /2x + 8 sont des réels
positifs. On supposera donc z > 0 dans toute la suite.

On sait que sia > 0 et b > 0, alors a > b équivaut & a? > b%. Poura =z et b = /2 + 8
qui sont bien positifs, on obtient

s> V2 +8 & 2> +8 < *—20—8>0
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On reconnait le trinéme étudié dans la question précédente. On a montré que 22—2z—8 > 0
si et seulement si z < —2 ou z > 4.

On conclut que 'ensemble S des solutions de z > v/2x + 8 est constitué de 'ensemble des
z réels positifs tels que x < —2 ou z > 4, c’est a dire S = [4; +o<.

4. Déterminer le signe de f(z) = z (|z| — 1) en fonction de = € R.

Le signe d’un produit s’étudie a 'aide du signe de chacun des facteurs.

Le signe de z est positif quand x est positif, et négatif quand il est négatif.
Etudions le signe de |z| — 1.
On a |z| — 1 < 0 si et sculement si |z| < 1, ce qui équivaut a z € [—1;1].

On en déduit que

o |z| — 1 est négatif si z € [—1;1],
e et |z| — 1 est positif si z €] — 0o; —1] U [1;+00].

On peut s’aider d'un tableau de signes pour conclure.

e Sixz < —1, alors f(z) est négatif,

e s5i —1 <z <0, alors f(x) est positif,
e 5si0 <z <1, alors f(x) est négatif,
e et sixz > 1, alors f(z) est positif.

Exercice 4. Puissances, logarithme et exponentielle
1. (a) Exprimer sous forme de produit d'une puissance de a avec une puissance de b la quantité
(ab) a4
A=
a2b?(ab)—3

( ab)2 a3b—4 a2b2a3b—4 a2t3p2—4

A e e 2
a’b?(ab)—3  a?b2a3h3 a2 3p23
a’b? 5,29 1,1 _ 61 _ @°
= m =a b a b =a b = T

(b) Soit (un)nen la suite définie par up = 2 et les relations upyy = ul pour tout n > 0.
1. Calculer u; et us. g
Par définition, u) = (ug)” =23 = 8.
De méme, ug = (111)3 =83 =29 =512
il. Démontrer par récurrence que pour tout n > 0, u, = g
e Initialisation : pour n =0
On aug =2, et 3° = 1, qui donne 2*° =2 = 1.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.
e Heérédité : Supposons qu’il existe k£ € N tel que u; = 23",
3
Alors, par définition de la suite, ugp4+1 = (uk)3 = (23k> ]
On sait que (2’3)3 =223 = 9% Pour z = 3%, qui donne 3z = 3*¥*!, on obtient
Ukt = 93*x3 _ g3ktt
Ainsi la propriété est vérifiée au rang (k + 1).
Ceci prouve que la propriété est héréditaire.

e Conclusion : la propriété est vraie pour tout n > 0.
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V106

) Simplifier B= ———— .
(c) Simplifier T

V108 B 103 1000 100
1000 — /102 1000 4+ 10! ~ 1010 101

2. (a) Simplifier C =In (e3) + In(\/e).

C = In(e®) +In(\/e)

i ] (7 ¢
= 3ln(e) + Eln(e) =3+ s =g
(b) Simplifier D = e~ !n(2)+In(4)
D — e—ln(2)+ln(4) - 6111(4/2) . eln(2) — D
Autre possibilité :
D — e In(@+n() _ ﬂ .. 9
en(2) 2

3. Résoudre linéquation In(1 — =) < 0.

On sait que la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0;+oc], et que
In(1) = 0. En particulier In(¢) < 0 équivaut a t €]0; 1].

On en déduit que In(1 —z) <0 équivaut a0 < 1 —z < 1.
D’une part 0 < 1 — z équivaut a z < 1, et d’autre part 1 — x < 1 équivaut a =z > 0.

On en déduit que In(1 — z) < 0 équivaut & z € [0;1].
Exercice 5. Etudes de fonctions

On considére la fonction f définie par f(z) = z — In(z + 1).

1. Déterminer Uensemble I des réels x tels que f(x) eriste.

On sait que la fonction logarithme népérien In est définie sur I'intervalle ]0; +o00[. On en déduit
que f est définie sur 'ensemble des = réels tes que x +1 > 0, c’est a dire sur I'intervalle
] —1;4o0].

2. Ezprimer la dérivée de f et étudier son signe.

La fonction f est dérivable sur I'intervalle | — 1; +oo|, et sa dérivée est

b e ly=g x

/
:1— = =
f=) xz+1 x+1 z+1

Le signe d'un quotient s’étudie en étudiant le signe du numérateur et celui du dénominateur.
On peut s’aider d'un tableau de signes. On trouve que

e Sur lintervalle | — 1;0], on a f'(z) <0, et f est décroissante.

e Sur l'intervalle [0; +oc[, on f/(z) > 0 et f est croissante.

3. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine.

On sait que lim In(t) = —oco et que lim In(¢) = +oc.
t—0+ t—+o00
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e Limite en —1 (a droite) :
Ona lim In(1+2)
r——11
que lim f(z)= lim z—In(l+2)=+oc.
r——11 r——1T

= lim In(t) = —oo. On en déduit que
t—0t

e Limite en 400 :

T

lim —In(l1+42) =+o0o et

—y—Lt

Onaalafois lim z=+tooet lim In(z+ 1) = +oo. La limite de f en 400 est donc
—+00 T—+00

dans un premier temps indéterminée.

Pour lever 'indétermination, on met en facteur le terme “dominant”, ici quand z — 400 :

x

fle)=z—In(z+1) =2 x <1

1
On sait que lim ziz)
=+ I

— Premiére possibilité : Ecrivons

In(z + 1) _ In(z) In(z+1) —In(z) . In(z) l]

~In(z+1)

)

= 0. On peut a ce stade envisager au moins deux rédactions.

B ln(a:)+ll

=

€T €T €T €T T

. it ) .
On a lim — = 0, qui donne aussi
r—+oc T

limIn(¢) = 0.
11

T—+00 T

In(z +1)
In(z+1)

On en déduit que Em =04+0x0=0.
&

+00
Finalement, lm 1 —
r—+nm0 x
Autre possibilité : Ecrivons

w+1)

1
im 1+ — =1 et donc

=1, et donc aLH-Eoo flz)=

In(z+1)
T oz

r+1 ><ln(:z:+1)

z+1
1 1|

i e T T )

r—+oo xr

On a d’une part lim
r—+oc

T

et, comme lim z+ 1 = +oco, on a d’autre part lim
T—+00

: In(z + 1)
lim x
z2—+o0 T xz+1
Comme plus haut, on en déduit que lil_|1_1 f(x) = +o0.
r— 400

Par produit, on en déduit que

4. Construre le tableau de variation de f.
Le calcul donne f(0) =0 —1In(1) =0.

In(z +1)

z—+o0 x4+ 1

= 0.

(-}
(-}

T T

lim In
T—r+00

+00.

0

I Srerw S

= 0.

x -1 0 +4oo
f'@) ] — 8 UE
I +oo +00
fl) |l N 4
I 0

5. Donner l’éguation d’une asymptote a la courbe de f, et préciser les points ou la tangente a la

courbe de f est paralléle a 'axe des abscisses.

La courbe de f admet une asymptote verticale a droite en = = —1,

z=—1.

qui est la droite d'équation

La tangente a la courbe de f est paralléle a 'axe des abscisses la ol la dérivée de f s’annule.
Comme f'(0) = 0, la courbe de f admet une tangente au point M de coordonnées (0, f(0) =
(0,0), qui est la droite d’équation v = f(0)+ f'(0)(z—0) = 0. Autrement dit. I’axe des abscisses

est tangent en 'origine du repére a la courbe de f.
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6. Dans un repére orthonormé, tracer la courbe de [, Uasymptote et la tangente horizontale.

y=z—In(z+1)

\4

Exercice 6. Intégration

1
1. Déterminer une primitive sur R de la fonction f définie par f(z) = 22 — 2* + ot
x
/ 2 2: i\ 2
On sait que (1‘5) = 5z%. On en déduit que (g:v”) =g x 5zt = 224
T BT
De méme, (za)/ = 3x2, et (51‘3) = z2.
1\ -1 —1y\/ 1
Enfin, de (—) = —, on déduit que (—) = —.
T 2 x z2

2 Lo A ol
Donc la fonction F définie par F'(z) = 311:5—5:1:“—— admet pour dérivée F'(z) = 224 —.'1:‘)‘-1-—2 =
x z

f(z). Autrement dit, F' est une primitive de f.

Remarque : Comme vous le savez, une fonction f continue sur un intervalle I admet une

infinité de primitives. Les autres primitives de f sur I = R% sont les fonctions Fi : x +
2 s 1

—z° — =z — = + q, pour tous les a € R.

5 3 x

. Déterminer Uunique primitive sur R de la fonction g définie par g(x) = cos(x)eS™®) qui s’annule
enx =0.

On commence par déterminer une primitive de g sur 'intervalle ] = R. On en déduira ensuite
celle qui s’annule en = 0.

On sait que si « est une fonction dérivable sur R, alors f(z) = ™) est elle aussi dérivable
sur R, et sa dérivée est f'(z) = u'(z)e*®). On remarque que g(z) est de la forme u'(z)e*®),
p()urEl u(z) = sin(z). Ainsi, la fonction G définie sur R par G(z) = ¢"@) admet pour dérivée
G'(z) = cos(x)e™ @ | et G est une primitive de g surR.

Calculons G(0). On trouve G(0) = €870 = ¢ = 1. La fonction G ne s’annule donc pas en 0.
On sait que toutes les antres primitives de g sur R sont les fonctions Gy, : 2 — %) 4 o pour
tous les @ € R. On cherche donc une valeur de a pour laquelle G, (0) = 0. Le calcul donne
Ga(0) = €’ + a = 1+ a. Pour avoir G4(0) = 0, il est donc nécessaire et suffisant de prendre
a=—1.

Conclusion : La fonction G_y, définie sur R par G_;(z) = eSin(Z) _ | est la primitive de g qui
veérifie G_1(0) = 0.
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1
3. Calculer la valeur de I = / 221;—_'_1 i
S e o i |

On sait que si f est une fonction continue sur un intervalle [a; b, et si F' est une primitive de

b
f sur cet intervalle, alors / f(t)dt = F(b) — F(a). Notons f la fonction définie sur l'intervalle
a
2z +1

———, et cherchons une primitive F' de f.
2+x+1 : f

[0;1] par f(z) =

On sait également que si u est une fonction & valeurs strictement positives sur un intervalle I,
!
u'(x)

u(z)

, pour u(z) = 22 4+  + 1. Pour tout  appartenant

alors la fonction A définie par h(z) = In(u(z)) est dérivable sur I, et de dérivée h'(z) =

!
On remarque que f(z) est de la forme N

u(r)
al=[01,onaux)=a2+x+1>0+0+1>0. Ainsi, F(z) = In(a? + = + 1) est
'expression d’une fonction F' qui est bien définie et dérivable sur [0;1], et dont la dérivée est

2¢+1
, = —-—_—— =
Fl@)= 5 = f(@).
Final tI—/l et g = F(1)=F(0) = In(124141)=In(0?4041) = In(3)—In(1) =
inalement, [ = I m{.ﬂ— - =In(1"+1+1)—n(0"+0+1) = In(3)—In =
In(3).
Exercice 7. Récurrences et suites

: . : 0 = 1
1. On considére la sutte (un)nen définie par 70 -
Un+1 = 2Up — 8
Pour tout n € N, on pose v, = u, — 8.

(a) Monirer que la suite (vp)nen est géométrique de raison 2.
Soit n € N.
Par définition, on a

Unt1 = Unp+ — 8
= (2U71 —8) —8=2u, — 16
= 2X (up—8)=2v,

Donc la suite (v, )nen est géométrique de raison 2.

(b) Ezprimer v, en fonction de n.
On en déduit que pour tout n >0, v, = vy x 2™
Comme vg=ug—8=1—8=—7, onawv, =(=T7) x 2" pour tout n > 0.
(c) En déduire que pour tout n > 0, up =8 — T x 2™.
Pour tout 7 >0, upn =vn +8=-Tx 2" + 8.
(d) Montrer que (u,),en €st monotone.
On peut procéder de différentes fagons. Par exemple :
Pour tout n > 0, unta —tn = [B—7Tx 2" —[8—-7Tx2*] =Tx 2" - 7Tx 2" =
Tx2"x(1-2)=—7x2" < 0. Donc la suite (u,)pen est strictement décroissante.
(e) Caleuler la limite de (un)nen quand n tend vers +oo.

On sait que lim 2" = +0.
n—+oc

On en déduit que lim —7 x 2" = —00, et que lim u, = lim (8 —7x2") = —cc.
n—-+00 n—+00 n—r+o0

(f) La suite (uy)pen est elle majorée, minorée, bornée ?

Comme lim u, = —oo, la suite (u,),n n’est pas minorée, et elle n'est done pas bornée.
n—+oo

Par contre, pour tout n € N, on a u, =8 —7 x 2" < 8. Donc la suite (un)nen est majorée

(par 8 par exemple).
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Un+1
Qv

2. On considere la suite (up)yen définie par ug = 0 et pour tout n € N, uyq = . Pour
1

un—l'

tout n € N, on pose v, =

(a) En raisonnant par récurrence, montrer que pour tout n > 1, 0 < up < 1.

e Il faut initialiser la récurrence a n = 1. Calculons donc u;.
wp + 1 ot 1
3 iy 3

On a bien 0 < uy < 1 et la propriété est vraie au rang 1.

u =

e Supposons qu'il existe & > 1 tel que 0 < up < 1.

Alors d'une part 1 < up +1 < 2,
1 1

1
et d'autre part —1 < —ux < 0 et donc 2 < 3 — up < 3, qui donne 3 = 3 _u S 2°
— U
up + 1 1

: ] ik
Par produit, on en déduit que — < - <2x-—=1
3 33— u 2
Donc la propriété est vraie au rang k + 1.

Ceci prouve que la propriété est héréditaire.

e Conclusion : la propriété est vraie pour tout n > 1.

(b) Exprimer vyy, en fonction de up.y, puis exprimer vp4+y en fonction de wy,.

1 1 ]l 3 —up 3 — Uy
. = — — = — .
T (T U | i il —e—is) g rbt—8—ng) Dug—2
3 —uy 3 —un
1
(c) En déduire que la suite (vy)nen est arithmétique de raison r = ~o
1
On doit montrer que pour tout n > 0, vp41 = vy — 5
1 1 1 2 Up — 1 3 — Uy

On peut par exemple calculer v, — 2= = Un41-

.1 2 2092 Dug—2 Zu, 2
On peut aussi écrire

3wy, 1 3w, 2 1—up 1

Un+1_vn=2”llm—2_un_1:2Un—2_2un_2:2u"n_2: 2

Qu’on utilise une méthode ou une autre, on conclut que la suite (v, )nen est arithmétique

" 1
de raison r = =

(d) En déduire que (up)nen converge et que Hr—f up = 1.
n—+oo

< < \ 1
Comme (v )nen est arithmétique de raison 7 = ——, on a pour tout n > 0,
p 1 n
Up =1 X l—= =% — —
. 2 2
. n s ;
Comme lim —— = —o0, on en déduit que lim v, = —cc.
n—+oc 2 * n——+00
: s s 1 < 1
Par ailleurs, v, = équivaut & — =u, — 1, et donca u, =1+ —.
Un — Un Un
. ; il . g
Comme lim v, = —0oo,ona lim — =0, et on en déduit que lim wu, =1.
n—+oo n—+0o0 Un n—+00

LYCEE NAVAL 2026-2027

page 10/12



CLPES — MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE/CHIMIE DEVOIR DE VACANCES — CORRECTION

; : S 1
3. Exprimer, en fonction de n, sans symbole Z la valeur de S, = Z o
k=2

On peut rédiger ce caleul de différentes fagons, en fonection des propriétés connues du symbole
Z. A minima, on peut écrire :

25
g = Yoor
=2
1 1 1
= §+§+?+. +2_n
1 I | 1
=@ et gt Ygm
—1X1+1+12+ +1"‘2
92 2 2 2

La formule, valable pour tout g # 1,

e k+1
1+q+@+...+q = qu

1
donne, pour g = > etk=n-—2,

Sn

I
N
N
X
| i |
oy
+
DO
_|_
ey
o | =
N A
[~
+
+
o <
DN =
NS
3
v
e——

1 e 3 fIRe i @
Ouconclutque5=§x(1—(§> )=§—<§) =

Exercice 8. Trigonométrie

T M & T T
1. En remarquant que -3 71 calculer les valeurs exactes de cos (ﬁ) et de sin (E)

L’énoncé nous invite a utiliser la formule de trigonométrie cos(a—b) = cos(a) cos(b)+sin(a) sin(b)
et les valeurs des cosinus et sinus des angles usuels.

() = o=lz—g)
cos|—) = cos|{=-——
12 3 4
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On procéde de méme pour le sinus, a I'aide de la formule sin(a—b) = sin(a) cos(b)—sin(b) cos(a) :

n(3z) - m(5-9)
sm 12 = Ssin 3—4

2. (a) Déterminer les solutions x € [—m; 7| de sin(x) = 0.

»
! ot

Sin(0)4----- §

On utilise le cercle trigonométrique.
On voit que sin(z) = 0 si et seulement si

|74 ST
v

z=0[2n] ouz=m [27]. =1 o cos(0) |1
On en déduit que les solutions z € [—m;7| de
sin(z) =0sont x = —m, x =0 et z = 7.

e? = cos(f) + isin(6).
(b) Déterminer les solutions z € [—m;w] de cos(x) = %

On utilise & nouveau le cercle trigonométrique.

1 7
On voit que cos(z) = 3 si et seulement si x = g [27r] onzr= —% [27r].
1
On en déduit que les solutions z € [—7; 7| de cos(z) = > sont z = —% et z = g

(c) En utilisant une formule de trigonométrie, factoriser A = sin(x) — sin(2x), puis résoudre
Péguation sin(x) — sin(2z) = 0 dans [—m;7).

e On sait que sin(2z) = 2sin(z) cos(z).
On en dédnit que A = sin(z) — 2sin(z) cos(z) = sin(z) x [1 — 2 cos(z)].
e On sait qu'un produit de facteurs est nul si et seulement si un des facteurs est nul.
On en déduit que A = 0 si et seulement si sin(z) = 0 ou 1 — 2cos(z) = 0, c’est & dire
1
si et seulement si sin(z) = 0 ou cos(z) = —.

2

e Grace aux questions précédentes, on en déduit que A = 0 si et seulement si z £
A
{—7r.——,0,—.7r}.
-3 3
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